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Resume - Abstract 

Pour une variete lisse A, on considere ¥k(A x M) l'espace des configurations 
ordonnees de k particules distinctes dans A x R. On effectue une construction 
explicite de l'espace de configurations ¥k(A x R) et de la suspension (k — 2)-ieme 
de Ffc(.A). Puis Ton montre que, sous certaines conditions, le type d'homotopie de 
ces deux espaces ne depend que de celui de A. 

For a smooth manifold A, we consider the ordered configuration space Ffc(^4xR) 
of k distinct points in A x R. We obtain an explicit homotopy construction of the 
configuration space ¥k(A x R) and of the (k — 2)-fold suspension of Ffc(A). Under 
certain conditions, we then show that the homotopy types of these two spaces 
depend only on the homotopy type of A. 

1 Introduction 

Pour une variete M, l'espace de configurations de k particules dans M est defini par : 

F fc (M) = {(x 1 ,...,x k )eM xk \i^j=>x i ^ Xj }. 

Cet espace n'est pas un invariant du type d'homotopie de M, i.e. si les varietes M et 
N ont meme type d'homotopie, les espaces Ffc(M) et Ffc(A^) n'ont pas toujours le meme 
type d'homotopie. Par exemple, l'espace euclidien de dimension p, W, a toujours le type 
d'homotopie d'un point quelque soit p. Or l'espace des configurations de 2 points dans 
W a le type d'homotopie d'une sphere de dimension p — 1 et depend done de p. 

On dispose cependant de resultats positifs dans certains cas particuliers. Dans [12J, 
N. Levitt montre que l'espace des configurations de 2 particules, F 2 (M), d'une variete 
compacte et 2-connexe M, est un invariant du type d'homotopie de M. Dans [TT| . 
P. Lambrechts et D. Stanley ont obtenu un resultat similaire en homotopie rationnelle, 
i.e. le type d'homotopie rationnelle de F 2 (M) ne depend que du type d'homotopie 
rationnelle de M si M est une variete compacte et 2-connexe. Toujours en homotopie 
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rationnelle mais pour un nombre arbitraire de particules, B. Totaro [Tjj et I. Kfiz [TO] 
montrent que le type d'homotopie rationnelle de F&(M) ne depend que de l'anneau de 
cohomologie de M si M est une variete projective complexe. 

Neanmoins, il n'existe pas de resultat general : dans (THl, R. Longoni et P. Salvatore 
exhibent deux espaces lenticulaires, L7.1 et L 7 2 , ayant meme type d'homotopie mais dont 
les espaces de configurations ont un type d'homotopie different. Le probleme d'invariance 
du type d'homotopie de l'espace F&(M) dans le cas ou M est une variete compacte et 
simplement connexe (ou meme p-connexe) reste cependant toujours ouvert. 

Si Ton s'interesse non pas a l'espace de configurations F fc (M) lui-meme, mais a 
certaines constructions effectuees a partir de F fc (M), plusieurs resultats existent deja 
dans la litterature : 

• Q¥ k (M) = Maps„(5' 1 ,F fc (M)) : l'espace des lacets pointes de ¥ k (M). Pour un 
espace pointe X, QX est defini comme l'espace des applications allant du cercle 
(pointe) S" 1 dans X et qui conservent le point de base . N. Levitt [12] montre que 
le type d'homotopie de Q¥ k (M) ne depend que de celui de M si M est une variete 
compacte. La structure de H-espace de f]F&(M) est detaillee par F. R. Cohen et 
S. Gitler [4J pour des varietes particulieres, notamment pour des varietes tressables 
(«braidable manifolds»). 

• ^ Q Ffc(M) : la suspension iteree de Ffc(M). Pour un espace non pointe X, la 
suspension iteree X est definie comme la somme amalgamee de S"" -1 et X x D a 
le long de X x S ' 1 . Dans le cas ou M est une variete compacte, J. R. Klein et 
M. Aouina [l] montrent que J^ Q Ffc(M) est un invariant du type d'homotopie de 
M pour un a bien choisi. Si Ton suppose M 2-connexe et de dimension d, alors le 
nombre de suspensions necessaires est a — (k — 2)d. 

Dans la suite, on va s'interesser a ces deux aspects. Tout d'abord, on effectue 
une construction homotopique explicite des espaces de configurations pour une variete 
produit particuliere M = A x E. Ce cas est l'exemple fondamental de variete tressable 
(voir |4|). La construction de l'espace de configurations a k particules ¥ k (A x 1) a la 
particularity de s'effectuer a partir de A et F 2 (A) pour tout k. Ceci nous permet d'etablir 
l'invariance homotopique de ¥ k (A x E) dans un cas particulier : 

Definition 

Considerons deux varietes A et B et une equivalence d'homotopie f : A — > B. 
L'application f est appelee jF 2 -equivalence d'homotopie s'il existe une equivalence 
d'homotopie iff : F 2 (A) — > ¥ 2 (B) faisant commuter a homotopie pres le diagramme 
suivant : 



¥ 2 (A) 



c 



Ax A 



fxf 



F 2 ( J B)c 



B x B 
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Remarquons d'apres [T], que toute equivalence d'homotopie entre deux varietes com- 
pactes, 2-connexes est une .^-equivalence d'homotopie, cf. exemple 14.31 A l'aide de 
notre construction de ¥ k (A x R), nous etablissons alors : 

Theoreme A. 

Soit f : A — ► B une ^-equivalence d'homotopie entre deux varietes A et B, alors pour 
tout k > 1 3 on a une equivalence d'homotopie hbree : 

¥ k+1 (A x R) * *F k+1 (B x R) 

¥ k (A x R) — *-W k (B x R) 

Nous utilisons ensuite ce resultat ainsi que notre construction de ¥ k (A x R) pour 
etudier une suspension iteree des espaces de configurations de A : ^ Q Ffc(A). Nous en 
deduisons alors le theoreme d'invariance homotopique suivant : 

Theoreme B. 

Soit f : A — > B une ^-equivalence d'homotopie entre deux varietes connexes A et B, 
alors pour tout k > 1, les espaces S fc_2 F fc ( J 4) et S fc_2 F fc (S) ont meme type d'homotopie. 

Cet enonce ameliore le resultat de M. Aouina et J. R. Klein [T], l'ordre de la suspension 
iteree requise etant ici independant de la dimension des varietes intervenant. 

Ce travail se deroule de la maniere suivante : dans la section El nous donnons les 
definitions de base et presentons l'espace des configurations de k points sur la droite 
reelle. Dans la section El pour toute variete A, nous construisons un espace E k (A) 
de meme type d'homotopie que l'espace des configurations de k points dans A x R. 
Les sections |H et El sont consacrees respectivement aux preuves des theoremes A et B. 
Finalement, un appendice regroupe les definitions et proprietes de limites homotopiques 
utilisees dans cette redaction. 

2 Preliminaires 

Afin de simplifier les demonstrations, nous allons introduire une variante des espaces 
de configurations. Cette definition se montrera bien adaptee aux demonstrations par 
recurrence que nous utiliserons dans cette section et les suivantes. 

Definition 2.1 

Pour tout espace A muni d'une filtration croissante A, = (Aj)i e pj*u{oo} avec Aoo = A, 
nous definissons les espaces de configurations suivants : 

¥ k (A.) = {(ai, . . . , o fc ) G A x x . . . A fc _i x A k | i ^ j o< ^ %} 

¥ k (A.) = {(ax, ■ ■ ■ , ak) G A x x . . . x A k ^ x A k \ i ^ j o< ^ aj} 
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ou A k est 1 'adherence de A k dans A. Si de plus la filtration A. verifie A*_i C on 
pose : 

o o 

¥ k (A.) = {(01, . . . , a k ) e A x x . . . x A fc _i x A A | i ^ j =>- a* ^ 

et 

<9F*(A.) = F*(A.) \ F fe (A.) = F fc _i(i4.) x &4 fc . 
Pour la filtration constante A. definie par A, = A, les trois espaces F fc (A.), F fc (A.) et 

o 

F fc (A.) coincident et nous retrouvons la definition usuelle des espaces de configurations 
de A. Nous noterons simplement A cette filtration triviale. 

Definition 2.2 

Si A est une variete, on note Ax J la filtration de A x E donnee par 

A x {0} C A x [-1, 1] C • • • C A x [-jfe, jfe] C • • • et (Ax J)^ = AxR. 
Les espaces de configurations associes a cette filtration sont notes ¥ k (A x J) = ¥ k (A x J) 

o 

et ¥ k (A x J). Dans le cas ou A est reduite a un point *, nous noterons simplement J la 
filtration de Vespace des nombres reels donnee par * x J. 

Soit A, une filtration associee a une variete A. Si k et r sont deux entiers tels que 
r < k, on note 7i ktr : ¥ k (A.) — > F r (A.) la projection sur les r premieres composantes : 

On note de la meme maniere la projection ir k<r '■ ¥ k (A,) — > F r (A.). 

Dans [B], E. Fadell et L. Neuwirth montrent que si A est une variete, alors 717^ : 
¥ k (A) — > F r (A) est un fibre localement trivial dont la fibre au dessus d'un element 
(qi, . . . , q r ) de F r (A) est : 

¥ k _ r (A\{q u ...,q r }). 

On a des resultats similaires pour les espaces de configurations associes a certaines 
nitrations, en particulier nous utiliserons les proprietes suivantes : 

Proposition 2.3 

Soit A une variete lisse. 

1. Pour tout entier k, k > 1, la projection 7r fc+l fc : F fc+1 (A x J) — > ¥ k (A x J) est 
un fibre localement trivial dont la fibre au dessus d'un element (qi,...,q k ) de 
¥ k (A x J) est : 

(Ax {-k,k])\{q u ...,q k }. 

2. Pour tout couple d'entiers (k, r), k > r > 0, les inclusions ¥*(A x J) c F*(A x R) 
induisent des equivalences d'homotopie fibree : 

¥ k (A x J)^+¥ k (A x R) 



t h.c t 

¥ r (A x j)<-^W r (A x R) 



Preliminaries 



5 



Demonstration. La premiere assertion est une adaptation immediate de la demonstra- 
tion de E. Fadell et L. Neuwirth donnee dans Celle-ci permet de prouver par 
recurrence que les inclusions F*(A x J) cF»(Ax R) sont des equivalences d'homotopie. 
La commutativite du carre de la proposition se verifie aisement a partir de la definition 
des espaces F,(A x J). □ 

En appliquant ce resultat a la filtration J de l'espace des nombres reels R, on obtient 
une equivalence d'homotopie entre Ffc(J) et le produit Fk-x(J) x ([—k + l,k — 1] \ 
{q±, . . . , qk-i}). Par recurrence, on constate que Ffe(J) a le type d'homotopie d'un 
espace discret a k\ points. Nous allons l'exprimer sous une forme mieux adaptee aux 
constructions a venir. Pour k > 2, on pose : 

A k = {1,3} x {1,3,5} x {1,3,5,7} x • • • {1, 3, . . . , 2k - 3} x {1, 3, . . . , 2k - 1}. 

On pose aussi Ax = 0. On construit une equivalence d'homotopie entre F k (J) et Ak 
par recurrence sur k. Pour k = 2, on definit 6> 2 : *4. 2 — > F 2 (J) par # 2 (1) = (0, —1) et 
2 (3) = (O,+1). 

Supposons avoir construit 9k : Ak — > Fk(J), et choisissons (i 2 , . . . , ik, 2a + 1) un 
element de Ak+x- Posons 9k(i2, ■ ■ ■ ,ik) = (h, ■ ■ ■ ,4), et notons [1, fc] l'ensemble des 
entiers naturels compris entre 1 et k. Nous commengons par reordonner les elements 
(ti,...,t k ) en choisissant des elements ji,---,jk dans [1,/c] tels que < ■■■ < tj k . 
Notons alors a k (i 2 , ...,i h ) = {ji, ■ ■ -,jk)- 

Nous allons completer (tx, ■ ■ ■ , tk) par un element tk+x qui va etre choisi de la fagon 
suivante : 

• Si a = 0, on pose tk+x = —k. 

• Si a = k, on pose tk+x — +k. 

• Sil<Q!<fc— 1, on choisit tk+x tel que £j a < < tj a+1 . 
On pose alors : 

9 k +x(k, ■■■ ,ik,2a + 1) = (t Xj . . .,t k +x)- 

Les applications ^ sont clairement des equivalences d'homotopie qui rendent 
commutatif le carre suivant : 



Ak+x 



A 



Jk + l 



F k +x{J) 



F fc (J) 



Avec les notations precedentes, on a defini une bijection ak entre Ak et le groupe des 
permutations par 0fc(z 2 , . . . , ik)(p) = jp pour tout p G [1, fc]. 
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3 Construction de Fk(A x 

Dans ce paragraphe, nous fixons une variete lisse A. Nous allons montrer qu'une 
construction homotopique de l'espace de configurations d'un nombre quelconque de 
particules dans A x R est toujours possible a partir des espaces A et ¥ 2 (A). 

Soit i = (i 2 , . . • , ifc-i) un element de Ak-i, k > 2, et soit (i, ik) = (i 2 , ■ ■ ■ , h-i, h) un 
element de A k . Nous posons : 



j^k _ _ £jk _ j^k 



et definissons une application 



- ^ k ■ E k -4F fc (Ax J) 



Tl2, — ,lk ^b l k 

par $_ ik {xi,...,Xk) = T k (xi,. . . ,x k ,9k(i,ik)) ou (x ± , . . . , x k , 9 k {i, i k )) E A k x ¥ k (J) et 
T k : A k x F fc (J) ^ ¥ k (A x J), T fc ((ai, . . . , a k ), (h, . . . , t k )) = ((a u h), . . . , (a*, t k )), est 
l'injection canonique. 

Nous posons aussi E l = A et definissons 1 : E" 1 — > Fi(A x J) par x (a) = (a, 0). 
Remarquons que 1 est une equivalence d'homotopie. 

Considerons maintenant un element (i, 2p) G »4fc-i x {2, 4, . . . , 2k — 2} et posons 

E i 2 ,-,i k -i,2p = E i,2 P = {( a i, ■ ■ ■ ,0-k) E A k \ a k ^ a jp } 

ou l'element j p est defini par 0fc-i(i 2 , ■ ■ ■ , i k -i) = (ji, ■ ■ ■ , jk-i)- Pour rendre plus 
explicites les deux indices pour lesquels les coordonnees sont distinctes, nous notons 
aussi E k 2p = A\-^. Cet espace est evidemment homeomorphe a ¥ 2 (A) x A k ~ 2 . 

Par construction, nous avons des inclusions naturelles E k 2p — > E k 2p _ x et E k 2p — > 
E k 2p+1 . Nous definissons alors E k 7 ie .Afc-i, comme la colimite homotopique de : 

771A; rpk rpk rpk rpk rpk rpk 

Proposition 3.1 

Soit z = (i 2 , . . • , ik-i) £ Les applications 0^ : i^f* — > F fc (A x J), dehnies ci-dessus 

pour tout entier * G {1, 3, . . . , 2k — 1}, induisent une application 

4>l : El -> F fc (A x J) 

teiie que ie carre suiyaut soit cartesien pour tout k > 3 : 

£f L -^¥ k (AxJ) 



Et 1 — ^¥ k -i(A x J) 

Exemple 3.2 

Si k = 2 alors E\ = A 2 , E\ = A 2 21 = ¥ 2 (A) et E 2 = A 2 . Or V application 1 : E 1 -> 
Fi(A x J) est une equivalence d'homotopie. La proposition ci-dessus montre que la 
colimite homotopique de A 2 <— ¥ 2 (A) — > A 2 a le meme type d'homotopie que ¥ 2 (A x J). 
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Demonstration (de 13. in . Considerons le diagramme suivant : 

E\ x = A k 



Eh = A% 2 



rpk Ak 

^1(2*1-4) - ^kj k _ 2 



rpk Ak 

£/ i(2fc-2) - ^kj k -i 



En notant 9 k (i, 2p — 1) = (t±, 
a par definition de 6 k : 



E k 3 = A k 



El = A k 



rpk _ Ak 

jC/ i(2fc-3) ~~ 71 



rpk 




¥ k (A x J) 



,t k ^,tP) et 9 k (i,2p + l) = (h 



(p+i) 



,t k -i,t k ), on 



r'<t- < <t- <r"<t- < r' ><t- < <t- < r 

L k ^ L n ^ • • • ^ L Jp-i ^ °k hp ^ L k - L 3 P +l ^ • • • fc Jk-i ^ L k 

Ce diagramme commute a homotopie pres. L'homotopie pour le p-ieme carre, 1 < p < 
k — 1, est donnee explicitement par : 



E k 2p x [0, 1] = A% v x [0, 1] ¥ k (A x J) 

(a h ...,a k ,s) i (K tO, . . . , (a fc _i, t fc _i), (a fc , stjf } + (1 - s)t ( k p+1) ) 

Cette application est bien definie car par definition de , le seul entier a G [1, fc — 1] 

tel que on a afc a Jp . Par la propriete universelle d'une 

colimite homotopique, on obtient une application (f> k : E* — * ¥ k (A x J). 

De plus, chacun des facteurs de cette colimite se projette sur E i _1 = A k ~ 1 en gardant 
les k — 1 premieres coordonnees de maniere a ce que le diagramme 



rpk 

^itap-i) 



rpk 
rj i2p 



rpk 
l(2p+l) 



8 



Invariance homotopique de certains espaces de configurations 



commute. Nous en deduisons la commutativite a homotopie pres du carre de la 
proposition : 

El — — >■ ¥ k (A x J) 

Et 1 ^>F H (4xJ) 

Soit (gi,...,g fc _i) G E^ 1 = A k d'image 0f _1 (gi, . . . , q k -i) = {{qi, h), . . . , {q k -i, t*-i)). 
La fibre de ¥ k (A x J) — ► Ffc_i(A x J) au dessus de . . . , q k -\) est 

Ax + l,k- 1] \ {(gi,*i), • • • , (gjk-i,*fc-i)}. 

Rappelons que par definition de 9 k , 6 k (i, 2p— 1) = . . . , t k _i,t^). La proposition IA.4I 
nous montre que la fibre homotopique de E\ — > Ef~ l au dessus de (qi, . . . , est la 
colimite homotopique du diagramme : 

A\ qi -> A < > A ^- A \ -> A 

c'est-a-dire l'espace 

i=l...fc-l 

On verifie facilement que la restriction de aux fibres est une equivalence d'homotopie. 
Les deux fleches verticales du carre de l'enonce ayant meme fibre homotopique, ce carre 
est cartesien (voir [TH1 theoreme 2.6]). □ 

Pour tout k > 2, tout i G A k -i U A k , nous disposons d 'applications 

$ : El - ¥ k (A x J) 
Nous allons maintenant proceder a une recurrence pour definir 

: El ^¥ k (Ax J) pour i G A a avec 1 < a < k. 

Fixons (12, ■ ■ ■ , i a ) G A a . Pour tout k, k > a + 1, nous construisons, par recurrence 
sur le nombre k — a, deux families d'espaces : 

.,i a ,2p)pe[l,aj et (-B , i 2i ... ) i a) 2p-l)p6[l,Qi+l]- 

Observons que l'espace ia est de la forme ia 2 p-i avec (*2? • • • > z a-i) £ 
A a _i et p G [l,a]. Nous definissons done : 

• l'espace -E 1 ^ ia comme la colimite homotopique de 
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'espace E^ 1 ia2p comme le produit fibre homotopique 



£Ll i2,—,ia,2p 



rpk 

- C/ l2,...,ia,2p ' 



- C/ i2v,*a,2p-l 



rpk 

- C/ i2,...,i a ,2p— 1 



Dans la preuve ci-dessous, nous justifions la validite de ce procede en exhibant les 
applications que necessite la construction et demontrons : 

Proposition 3.3 

Pour tout (i 2 , . . • , i a ) E A a et tout entier k, k > a + 1, il existe un carre cartesien 



E 



fe+i 



b k + 1 ■ 



rpk 



F w (ixJ) 



■F fe (A x J) 



Demonstration. Nous effectuons une demonstration par recurrence sur l'entier k — a. 
Soit s un entier positif. L'hypothese de recurrence est la propriete H s suivante : pour 
tout couple d'entiers (k,a) tel que < k — a < s, pour tout (i 2 ,...,i a ) E A a , et 
pour tout p E [1,ck], on a construit les espaces ia et E^ ia2p suivant le procede 

decrit avant l'enonce et des applications ia , 4>i 2 .„i a de sor te que le carre suivant soit 
cartesien : 



E 



fe+i 



b k + 1 
l 2 ,... 



■¥ k+1 (AxJ) 



E 



12, 



F fc (Ax J) 



La proposition 13. II montre que la propriete H est vraie. Supposons maintenant vraie 
la propriete H s _i . 



Fixons done un entier a, a > 1, et un element fe, 



E A a - Posons k = a + s. 



De la propriete /f s _i, on deduit que pour tout entier 1 < p < a, le diagramme en 
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traits pleins suivant est commutatif 



E k+1 



rpk 



E k+1 . 

(2p+l) 



zpk 

jC/ i 2i ...,i C( ,(2p+l) 



TT.fc+1 

l2,...,ia,(2p-l) 



i2i"-i i «i(2p— 1) 



¥ k+1 (A x J) 



i2,—,ia,(2p—l) 




F fc (A x J) 



i2i-"iia,(2s>+l) 



et que chaque carre est cartesien. D'apres le lemme du prisme IjA.ljl . il existe une 
application E k +l )ia>2p -> tf** 1 .^ 

,2 P +i Qui ren d commutatif la totalite du diagramme et 
telle que le carre ainsi complete est cartesien. 

Rappelons que l'espace Ej£ ia est defini comme la colimite homotopique de : 



pk+1 ^tpk + 1 



pk + 1 



>E; 



k+l 



? k+l 



pk+1 



22'---3*CK)l *2>***»*Cfcj2 i2i---j*CK;3 ioi-'-^eti^a: — 1 i<2 , ■ ■ ■ <ia j2ck 12 , ■ ■ - ,i<y. i2q:+ 1 ' 

Le diagramme commutatif precedent etant constitue de carres cartesiens, le theoreme 
IA.2l s'applique et le carre de la proposition : 



E 



k+l 
82,...,i 



b k+1 ■ 
l 2 ,...,! a 



rpk 



b k ■ 

"t 2 ,...,j a 



F w (Ax J) 



F fc (Ax J) 



est cartesien, ce qui montre H s . □ 
Cette proposition nous permet de definir la notion de bord pour les espaces E*. 

Definition 3.4 

Pour tout i = («2, ■ • • , O £ A a et tout entier k, k > a + 1, on de&nit dE k+1 comme le 
produit fibre suivant : 

dE k+1 *d¥ k+1 (A x J) 



■¥ k (AxJ) 



Proposition 3.5 

L' application^ 1 envoie lapaire {E k+1 , dE k+1 ) sur la pake (¥ k+1 (A x J),d¥ k+1 (A x J)). 



Un invariant du type d'homotopie : ¥ k (A x M) 
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En particulier, le carre suivant est cartesien 

,k + l 

dE* +1 L - d¥ k+1 (A x J) = ¥ k (A x J)xAx {—k, k} 




¥ k (A x J) 



De plus, dE k+1 = E\ x Ax {-k, k} et l'application dE k+1 -^-> d¥ k+1 (A x J) est donnee 
par $ x Id A x{-k,k} 

Demonstration. La preuve decoule immediatement du fait que le produit fibre 
homotopique d'une fibration triviale est lui aussi trivial. □ 

Fixons un entier k > 1. En appliquant le resultat de la proposition 13.31 pour a = 1, 
on obtient un espace E k qui est la colimite de : 

Cet espace E k a le type d'homotopie de l'espace de configurations ¥ k (A x J). Plus 
precisement, on a : 

Theoreme 3.6 

Pour tout k > 1, il existe un carre cartesien 

E k + i ^F w (AxJ) 

E k — — *- ^k(A x J) 

dans lequel les Reches <p k+1 , <p k sont une equivalence d'homotopie fibree. 

Demonstration. D'apres la proposition I3.3| le carre est cartesien pour tout k. Ainsi, 
si (f) k est une equivalence d'homotopie, il en est de meme pour <p k+1 . Rappelons que (j) 1 
est une equivalence d'homotopie, une recurrence evidente termine alors la preuve. □ 



4 Un invariant du type d'homotopie : F^(A x R) 

Dans ce paragraphe, nous allons demontrer le theoreme A enonce dans l'introduction. 
On se donne done une .^-equivalence d'homotopie / : A — > B entre deux varietes. 
Remarquons que cette hypothese permet d'obtenir une equivalence d'homotopie entre 
E 2 (A) et E 2 (B) et done entre ¥ 2 {A x R) et ¥ 2 (B x E) (cf. Nous commengons 

cette section en exhibant deux exemples de conditions suffisantes pour avoir une JF 2 - 
equivalence d'homotopie entre deux varietes. 
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Exemple 4.1 

Considerons deux varietes A et B ayant meme type d'homotopie et meme dimension. 
Alois il existe une ^-equivalence d'homotopie entre A = AxM,etB = BxM.. 

Demonstration. Soit n la dimension commune a A et B. Nous munissons A (resp. 
B) d'une metrique riemannienne telle que pour tout point a de A la restriction de 
l'exponentielle au disque unitaire tangent en a, exp : D a (A) — * A, est injective (Ceci est 
possible d'apres Or, le fibre tangent de A = A x R, note Ta, est le produit du fibre 
tangent de A, note Ta et du fibre trivial au dessus de R, note e. Notons a : R — > e la 
section unitaire du fibre e telle que pour tout t G R, exp(cr(t)) = t + 1. On note encore 
a : A — > la section du fibre x e obtenue a partir de la section nulle sur A et 
a : R —> e. Remarquons que a : A — > est encore unitaire. 

On denote par 5^ le fibre tangent en sphere au dessus de A et on note S + (A) le 
produit fibre suivant : 

5+ (A) S A 

i = ix{0} »- A = i x R 

Considerons le diagramme suivant : 



S+(A) 




Ax A 



ou A est l'application diagonale et le carre interieur est une somme amalgamee. 
L'application S + (A) — > ¥ 2 (A) est donnee par (a,v) i— > (a,expt>) et A x A — >• F 2 (A) par 
(ai, 02) 1 — > ((ai, 0), (02, 1))- Ces applications sont bien definies grace aux choix effectues 
pour ex. On verifie alors que le carre exterieur commute. Par propriete universelle d'une 
somme amalgamee, on obtient une application induite Ca — * ^(A) qui fait commuter le 
diagramme. Nous appliquons alors lA.4l avec comme base A et montrons que Ca — > F 2 (A) 
est une equivalence d'homotopie. Nous avons evidemment la meme construction pour 
la variete B ; nous allons done exhiber une equivalence d'homotopie entre Ca et Cb- 

Les resultats de R. Benlian et J. Wagoner [2j , montrent que si A et B sont deux 
varietes ayant meme type d'homotopie et meme dimension n, alors leurs fibres tangents 
en sphere, Sa et S B , ont meme type d'homotopie fibree. Le diagramme suivant commute 
done a homotopie pres : 

h.e 

Sa ^S B 



Un invariant du type d'homotopie : Fj(Ax M) 
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Remarquons que S + (A) (resp. S + (B)) est aussi la suspension suivant la fibre 1 de 
(resp. S B ). Nous avons done une equivalence d'homotopie fibree entre S + (A) et 
S + (B) qui, par la definition de a, est compatible avec les sections. Plus precisement, le 
diagramme suivant commute a homotopie pres 

h.c 

S+(B) 

h.c Y/ 

^B 

h.c 

A x A ^B x B 

et les fleches horizontales sont des equivalences d'homotopie. On obtient alors une 
equivalence d'homotopie entre Ca et Cb qui definit une equivalence d'homotopie entre 
¥ 2 (A) et ¥ 2 (B). 

La commutativite a homotopie pres du carre 

¥ 2 (A) ^Ax A 

~° fxf h ^ e 

F 2 (B) ^B x B 

s'obtient facilement en remarquant que S + (A) — > ¥ 2 (A) se factorise a homotopie pres 
enS + (A) ^ Ax A^¥ 2 (A). □ 

Remarque 4.2 

Une construction utilisant la meme technique que dans la demonstration precedente 
permet d'obtenir, sous les memes hypotheses, une equivalence d'homotopie entre ¥ 3 (A x 
R) et ¥ 3 (B x R). 

Exemple 4.3 

Considerons deux varietes compactes et 2-connexes, A et B, ayant le meme type 
d'homotopie. Alors il existe une ^-equivalence d'homotopie entre A et B. 

Demonstration. Le resultat decoule de la demonstration du theoreme A de [T]. 
Donnons une idee de la preuve dans le cas 3-connexe en utilisant des resultats anterieurs 
de J. R. Klein [HI E|. Soit / : A — > B une equivalence d'homotopie. On note 
respectivement Sa, Sb les fibres tangents en sphere au dessus de A et B et n la dimension 

1 «fiberwise suspension* 




14 Invariance homotopique de certains espaces de configurations 



commune a A et B. On considere maintenant le diagramme suivant : 




A ^ Ax A 



L'existence d'une equivalence d'homotopie ip : Sa — > Sb rendant le carre de gauche 
commutatif est garantie par les resultats de R. Benlian et J. Wagoner [2]. 

On equipe B (resp. A) d'une metrique telle que l'exponentielle soit definie et injective 
sur chaque espace tangent jusqu'au rayon 1. La Heche exp : Sb — > F 2 (-B) ou exp(6, v) = 
(b, exp v) est alors bien definie. 

Le carre de sommets (B, Sb, ¥ 2 (B), B x B) est cocartesien. En effet, le fibre normal 
de l'application diagonale A : B — > B x B est le fibre tangent en sphere de B. De meme, 
le carre de sommets (A,Sa,¥ 2 (A), A x A) est cocartesien et done celui de sommets 
(B, Sb,¥ 2 (A), Bx B) Test aussi. On a ainsi obtenu deux complementaires homotopiques 
a dualite de Poincare de la diagonale A : B — ► B x B. Nous appliquons alors le corollaire 
B de pour en deduire l'equivalence de ¥ 2 (A) et ¥ 2 (B) au dessus de B x B. Pour cela, 
on remarque que : 

• B a le type d'homotopie d'un CW-complexe de dimension n. 

• B x B a le type d'homotopie d'un CW-complexe de dimension In. 

• A : B -> B x B est 3-connexe avec 3 > dim(5 x B) - 2dim(S) + 2. □ 

Proposition 4.4 

Considerons deux varietes A et B reliees par une ^-equivalence d'homotopie. Pour tout 
k > 1 et tout i = (i 2 , ■ ■ ■ ,ik) £ <Ak, H existe une equivalence d'homotopie hbree : 

E! +1 (A)-^Et+\B) 

i 

eI{A)-^UeI{b) 

ou se restreint a l'application 

f xk xfxld: dE* +1 (A) = E*{A) x Ax {-k, k} dE? +1 (B) = E$(B) xBx {-k, k}. 
Demonstration. Soit k > 1 et % = (z 2 , . . . ,ik) £ Ak- 



Un invariant du type d'homotopie : ¥ k (A x M) 
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Nous utilisons le diagramme suivant dans lequel les fleches verticales sont des 
equivalences d'homotopie : 

E^\A) * E^\A) - E%\A) • (A) - ^(A) - 

Rappelons de la preuve de la proposition 13.11 que chaque carre commute a homotopie 
pres et equivaut au carre suivant : 

A k ' 1 x ¥ 2 (A) A k+1 = A*- 1 x A 2 

h.e h.e 

B k - X x ¥ 2 (B) B k+1 = B k ~ l x B 2 

pour un certain entier *, 1 < * < k. On deduit done une equivalence d'homotopie \& 
entre la colimite de la premiere ligne et la colimite de la deuxieme e'est-a-dire entre 
E k+ \A) et E k+ \B). 

Rappelons que l'espace dE k+l (A) a ete defini comme le produit fibre suivant : 

jk + l 

dE k+1 (A)^^d¥ k+1 {A x J) = ¥ k {A x J) x (A x {-k, k}) 

E k (A) = A k ¥ k (A x J) 

<t>t 

D'apres la definition de (j) k+1 , on a : 

dE^\A) = E^\A)\\E k +l +1) {A) = El x (Ax{-k,k}) 
ce qui montre que l'application \1> se restreint bien a l'application 

f xk x fx Id: dE k+1 {A) -^L dE k+1 (B). 



Ak+l r*j 
A k* — 



T~)k-\-l r^j 
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Finalement, pour tout p G [1, k], nous avons la commutativite a homotopie pres du 
diagramme : 



E K B ) = b 



xk 



Ef{A) = A 




E1{B) = B 



xk 



EM = A 




et d'un diagramme analogue avec E^tp-i(*)- La commutativite du carre de la proposition 
s'ensuit. □ 

On a done une equivalence d'homotopie E^(A) — > E*(B) pour i G Ak U Ak+i ■ 
Comme dans la construction des E\ , on va effectuer une recurrence sur l'entier k — a afin 
d'obtenir des equivalences d'homotopie Ef(A) — > Ef(B) pour i G A a avec 1 < a < k. 

Proposition 4.5 

Soit a > 1 et i = (i 2 ,...,i a ) G A a alors, pour tout entier k, k > a, il existe des 
equivalences d'homotopie : (Ef (A), dEf(A)) —> (E^(B),dE^(B)) telles que Von ait 
l'equivalence d'homotopie Gbree suivante : 

E* + \A) E^\B) 



E iM) S — * E i( B ) 

i 

et la restriction de l'application a l'espace dE^ +1 (A) et a valeurs dans dE^ +l (B) 
est homotope a l'application 

tfj x / x Id : dE? +1 (A) = E?(A) x Ax {—k, k} dE* +1 (B) = E?(B) xBx {-k, k}. 

Demonstration. Comme dans la preuve de la proposition 13.31 nous procedons par 
recurrence sur l'entier k — a. Pour tout entier s, s > 1, nous definissons la propriete 
H s par : pour tout couple d'entiers (k, a), 1 < k — a < s, et tout % G A a , il existe des 
equivalences d'homotopie 

= (E^(A),dE^(A)) -> {Eg\B),dEg\B)) on * G {1, 3, . . . , 2a + 1} 
et : El(A) -> ou * G [1, 2a + 1] 



Un invariant du type d'homotopie : F^fvlx M) 
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telles que pour tout p G [1, a], le diagramme suivant, note Vf(p), commute a homotopie 
pres : 



E^ + AA) 



E i {2 p-1)( B ) 




E% P) {B) 




i(2p+l) 



(B) 




^i(2p-i) 



(A) 



E* {2p) (A) 



et telles que la restriction de l'application ^ r ^ 1 a l'espace dE^ l (A) et a valeurs dans 
dE^ 1 (B) est homotope a l'application 

**, xfxld: dElt\A) = El(A) x A x {— fc, fc} Mj+^B) = E^(B) xBx {—k, k}. 

La propriete Hi decoule de la proposition 14.41 En effet, sifc = a + letzG A a , les 
carres droit et gauche du diagramme sont la conclusion de la proposition H3]et les carres 
inferieurs ont ete explicites dans la demonstration. 

Supposons des lors que pour un certain entier s, s > 2, la propriete H s _i est vraie. 
On fixe k = a + s, i = ■ ■ ■ ,i a ) G A a et p G [1, a]. D'apres l'hypothese de recurrence 
i/s-i, on a des equivalences d'homotopie Ef^(A) — > E^(B) pour * G {1, 3, . . . , 2a + 1}. 

Par definition des espaces E!*, 2p J»), les faces avant et arriere du diagramme 
sont constitutes de carres cartesiens. Le lemme 1X751 permet alors d'obtenir l'equivalence 
d'homotopie 

*i,(2p) : E i,{2p)(A) -> E^ 2p) (B) 

qui commute avec le reste du diagramme En remarquant que la partie 

superieure du diagramme V^~ l {p) est exactement la partie inferieure de V^(p), nous 
obtenons la commutativite de la partie inferieure de V^{p). Ce meme argument applique 
aux diagrammes T>f 2 +1 (q), Q G [l,a + 1], permet d'obtenir l'equivalence d'homotopie 

^i,(2p+l),2g : -^t(2p+l),2 g (^) ~~ > Ei : ( 2 p+l),2q(B) 

qui commute a homotopie pres avec les applications du diagramme +1 (q). 

Rappelons que l'espace EK 2p+1 JA) est defini comme la colimite homotopique de : 

E i,(2p+l),A A ^ E i,(2p+l),2^ A ^ E i,(2p+l),3^ < ' E i,(2p+l),2a+l^ A ^ E t(2p+l),2a+2^ A ^ E i,(2p+l),2a+3^ 

et que les espaces E^ 2p+1 JB) , E^^JA) et E*f 2p+1 JB) sont definis de fagon similaire. 
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Les diagrammes Df, 2p+1 Jq), q G [1, a + 1], completes par les applications ty* 
issant < 

qui fait commuter le diagramme suivant : 



induisent done, en passant a la colimite selon q, une equivalence d'homotopie ty k+l 



i,(2p+l),2q 
k+1 

l,(2p+l) 



E k+1 



i(2p+l) 



i(2p+l) 



\T( fe 

i,(2p+l) 



rpk 

i,(2p+i) 



(5) 



Nous avons done complete le carre droit du diagramme T>f(p). On complete le carre 
gauche de maniere analogue. 

En remplagant, dans la partie superieure du diagramme T>f(p), les espaces E^ l (») 
par leurs bords dE^ 1 ^*) et en utilisant la propriete IA.5[ nous obtenons une application 

Rappelons de la demonstration de la propriete IA.5L que les applications ^^p) et 
^(2p) son ^ °btenues par la propriete universelle du produit fibre homotopique le long de 
l'application EK 2p+1 JA) — > EK 2p+1 JB) qui apparait dans le carre droit du diagramme 
commutatif, a homotopie pres, suivant : 



dE^ +1) (B)^E^ +1) (B) 



V]/fc 

i,(2p+l) 



E i,(2p+1)( B ) 



E i,(2 P ) (A) 



^i,(2p) 



(2p) 

(B) 



Cela nous assure que la restriction de l'application a l'espace dE^ +1 (A), et a valeurs 
dans dE^ +1 (B), est homotope a l'application ^^p)- 

Rappelons aussi qu'un produit fibre homotopique obtenu a partir d'une fibration 
triviale est lui aussi trivial. L'application 9 ^t 2p \ est done egale a l'application 



i,(2p) 



xfxId:dE^ p) (A)^dE^jB) 



i(2p) 1 



Nous en deduisons, d'apres IA.3[ que la restriction de l'application v^+i ^ i' eS p ace 
dE k+1 (A) , et a valeurs dans dE i +1 (B), est homotope a l'application 



*J x / x Id : dE* +1 {A) = E*{A) xAx {-k, k} dE* +1 {B) = E^B) xBx {-k, k}. 
D'ou la propriete H s . □ 



Un invariant du type d'homotopie : F^fvlx M) 
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Le resultat suivant contient le theoreme A de l'introduction : 



Theoreme 4.6 

Soit f : A — > B une ^-equivalence d'homotopie entre deux varietes A et B, alors, pour 
tout k > 1, on a une equivalence d'homotopie fibree : 



[¥ k+1 (Ax J),d¥ k+1 (Ax J)) 



¥ k {A x J) 



fk+l 



(F w (Bx J),d¥ k+1 (Bx J)) 



¥ k (B x J) 



ou : 9Ffc + i ( A x J) — > 5Ffc + i (£> x J) est donnee, a homotopie pres, par le produit 
cartesien suivant : 

f k x (/ x Id) : F fe (A x J)x(Ax {-jfc, Jfe}) -> F fc (5 x J) x (B x {—k, fc}). 

Demonstration. On utilise la proposition 14.51 dans le cas a = 1 pour obtenir les 
equivalences d'homotopie et : 



¥ k+1 (AxJ)^E k+ \A)-^E k+1 (B)—^¥ k+1 (BxJ) 



¥ k (A x J) 



E\A) - — ^ F fc (S x J) 



L'assertion sur f k+ i : d¥ k+ i(Ax J) — ► <9Ffc + i(5x J) est evidente en utilisant la definition 
de d¥ k+ i(» x J) et le resultat precedent. □ 

Corollaire 4.7 

On considere deux espaces Pa et Pb- Si /i : Pa — > -Pb est une equivalence d'homotopie 
telle que le carre 

Pa -F fc (AxJ) 



P, 



B 



h ~ e fk 

¥ k {B x J) 



commute a homotopie pres, alors on a un carre commutatif a homotopie pres : 

P A x(Ax {-k,k}) ^¥ k+1 (Ax J) 

HXfxId h _ e h ^ fk+i 

P B x{Bx {—k, k}) ¥ k+1 (B x J) 
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Demonstration. La commutativite a homotopie pres du carre de l'hypothese nous 
permet d'obtenir la commutativite a homotopie pres du carre : 

P A x (A x {—k, k}) ^¥ k (A x J) x (A x {-k,k}) 

P B x(Bx {-k, k}) — > ¥ k (B x J)x(Bx {—k, k}) 

Or ¥ k (A x J) x (A x {—k, k}) = d¥ k+ i(A x J), on a done montre que le carre de 
gauche du diagramme suivant est commutatif a homotopie pres : 

P A x (A x {-k, k}) d¥ k+1 (A x J) ¥ k+1 (A x J) 

MX/ 

P B x (B x {—k, k}) *- d¥ k+ i(B x J) ^¥ k+1 (B x J) 

La proposition precedente nous assure que le carre de droite de ce diagramme commute 
a homotopie pres, d'ou le corollaire. □ 



5 Un invariant du type d'homotopie : E fc 2 ¥k(A) 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si deux varietes connexes A et B ont meme 
^"2-type d'homotopie alors une certaine suspension des espaces ¥ 2 (A) et ¥ 2 (B) ont meme 
type d'homotopie. On supposera toujours que la dimension des varietes est au moins 
egale a trois, les resultats restant d'ailleurs vrais en dimension inferieure. 

Theoreme 5.1 

Si Von a une ^-equivalence d'homotopie f : A — > B entre deux varietes connexes A et 
B, alors les suspensions T, k ~ 2 ¥ k (A) et S fc_2 Ffc(_B) ont meme type d'homotopie. 

La preuve du theoreme 15. II utilise la caracterisation du terme E%(A) comme produit 
fibre homotopique : 

E%(A) ^¥ k (Ax J) 



E k 2 -\A) ^F w (AxJ) 

Proposition 5.2 

Soit A et B deux varietes connexes ayant meme T 2 -type d'homotopie. Alors les 
suspensions £F 3 (v4) et SF 3 (5) ont meme type d'homotopie. 

Demonstration. Notons C la colimite homotopique de : 

¥ 3 (A) <- ¥ 3 (A) x dD 1 -> ¥ 2 (A) x (Ax dD 1 ) 



Un invariant du type d'homotopie : £ 2 ¥k(A) 



21 



ou D 1 est le disque unite de M. En projetant chaque espace sur F 2 (A) et en 
appliquant IA.2( on constate que l'application C — > ¥ 2 (A) a pour fibre homotopique 
ix{-l ! l}U(A\{? ll ?2})x[-l ) l]. 



Considerons les applications 

F 3 (A) 
(ai,a 2 ,a 3 ) 



et 



¥ 2 {A) x (Ax 3D 1 ) 
(ai,a 2 ,a 3 , -1) 
(ai,a 2 ,a 3 ,+l) 

qui font commuter les carres suivants : 



¥ 3 (A x J) 

((a 1 ,0),(a 2 ,0),(a 3 ,0)) 

- ¥ 3 (AxJ) 

^ ((a 1 ,0),(a 2 ,0),(a 3 ,-2)) 

^ ((o 1 ,0),(o 2j 0),(o 3 ,+2)) 



F 3 (Ax J) 



F 3 (A) 



F 2 (A) -F 2 (Ax J) 



F 2 (A) x (A x &D 1 ; 



F 2 (A) 



F 3 (A x J) 



¥ 2 (A x J) 



Par la propriete universelle d'un produit fibre homotopique, ces deux applications 
factorisent au travers de l'application E%(A) — > ¥ 3 (A x J). On en deduit alors la 
commutativite a homotopie pres du carre exterieur du diagramme suivant : 



F 3 (A) 



¥ 3 (A) x 3D 




E%(A) 



¥ 2 (A) x (Ax 3D 1 ) 



Avec la propriete universelle de la somme amalgamee homotopique, on en deduit un 
diagramme commutatif a homotopie pres : 



¥ 3 (AxJ) 



El(A) 



¥ 2 (A) = E 2 2 (A) ¥ 2 (A x J) 

D'apres 13 .3| le carre de droite est cartesien. De plus, la restriction de l'application 
composee C — > -Ef(A) — > ¥ 3 (A x J) aux fibres homotopiques des deux fleches verticales 
du grand carre est donnee par l'application : 

{A x {-2, 2}) \J(A \ { gi ,q 2 }) x [-2, 2] — (A x [-2, 2]) \ {( Ql , 0), (q 2 , 0)} 



qui est une equivalence d'homotopie. D'apres [15j, le grand carre du diagramme 
precedent est cartesien. Le lemme du prisme (|A.ljl permet de conclure que C a le meme 
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type d'homotopie que E\{A). En particulier, la cofibre de ¥ 2 {A) x (A x dD 1 ) — > E 2 (A) 
a meme type d'homotopie que la cofibre de F 3 (A) x dD 1 — > ¥ 3 (A) qui est T,¥ 3 (A) + : la 
suspension de l'union disjointe de F 3 (A) avec un point. 

Remarquons aussi que le terme ¥ 2 (A) x (A x dD 1 ) correspond a l'espace dE%. Or, 
d'apres HTTI le diagramme suivant commute : 

¥ 2 (A) x (Ax dD 1 ) ^El(A) *F 3 {A x J) 

h.e h.e h.e 

¥ 2 (B) x (B x dD 1 ) ^El(B) ^¥ 3 (B x J) 

On en deduit done une equivalence d'homotopie entre £F 3 (v4) + et £F 3 (£?) + . Or 
¥ 3 (A) et F 3 (£>) sont connexes car A et B sont connexes et de dimension superieure 
a trois. L'existence de cette equivalence d'homotopie implique celle d'une equivalence 
d'homotopie entre SF 3 (A) et SF 3 (5). On pourra trouver la demonstration de cette 
affirmation dans [TJ lemme 2.2] □ 

Demonstration (de 15. 1R . 

La demonstration s'inspire du cas k = 3. Nous allons definir des espaces Z k (A) tels 
que E^A) soit la colimite homotopique de 

F fc (A) <- ¥ k (A) x 8D k - 2 -> Z k {A) 

ou D k ~ 2 est le disque unite de M. k ~ 2 . (On fait de meme pour B). 

Posons Z 3 (A) = ¥ 2 (A) x (A x dD 1 ). Lors de la demonstration de la proposition 15 .2\ 
nous avons vu que la colimite de 

¥ 3 {A) *- ¥ 3 {A) x dD 1 -> Z 3 {A) 

est bien E$(A). 

Nous allons maintenant prouver notre resultat par recurrence sur l'entier k. On se 
donne done un entier k tel que : 

PI : E k (A) (resp. E^B)) est la colimite homotopique de 

¥ k {A) <- ¥ k {A) x dD k - 2 -> Z k {A). 

(resp. ¥ k (B) ¥ k (B) x dD k ' 2 -> Z k (B).) 

P2 : II existe une equivalence d'homotopie entre Z k (A) et Z k (B) telle que le diagramme 
suivant commute a homotopie pres : 

Z k (A) ^E k (A) 



Z k [B) ^E k [B) 



Un invariant du type d'homotopie : £ 2 ¥ k (A) 
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P3 : La composee 

¥ k (A) x 8D k - 2 -> -> £ 2 fc (A) -> F fc (A x J) -> A xfc 

coincide avec la composee de l'injection canonique et de la projection canonique 

F fc (A) x 8D k - 2 -> F fc (A) A xfc . 

(De meme pour 5). 

Introduisons aussi la notation pX. Pour tout espace X et toute application X — 
Fjfc(M) (pour un certain M), |*X denote le produit fibre homotopique suivant : 

fX -F fe+1 (M) 



■F*(M) 



En particulier, en utilisant l'application composee Z k (A) 
^Z k (A) est le produit fibre homotopique : 

fZ^Aj ^¥ k+ i(A x J) 



£f(A) -> F,(AxJ), 



Z fc (A) >■ ¥ k (A x J) 

En appliquant le lemme du prisme (|A.1|) avec comme base le triangle commutatif suivant 

Z k (A) *W k (A x J) 



£f(A) 

on voit que le carre ci-dessous est cartesien : 



\Z k {A) ^E k+ \A) 



Z k {A) *E*(A) 
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Dans le cube ci-dessous, le carre du bas provient de l'hypothese de recurrence P2, le 
carre de droite est le resultat de la proposition 14.51 : 



\Z k (B) 



E k+1 



\Z k (A) 




E k 2 + \A) 



Z k (B) 



E k 2 (B) 




Z k (A) 



E k (A) 



Nous avons alors une equivalence d'homotopie entre ^Z k (A) et ^Z k (B) qui fait commuter 
la totalite du cube a homotopie pres. 

Definissons Z k+1 (A) comme la colimite homotopique de 



\Z k (A) «- Z k (A) x (Ax dD 1 ) -> E k (A) x (A x dD 1 ) 



ou Z k (A) x (Ax dD 1 ) — > \'Z k (A) est obtenue par propriete universelle du produit fibre 
homotopique : 

Z k (A) x (Ax OD 1 ] 




E k 2 +1 (A) 



E k (A) 



Z k (A) — 
La fleche du haut etant la composee : 

Z k (A) x (Ax dD 1 ) -> E 2 (A) x (Ax dD 1 ) -► E 2 (A) x (A x {—k, k}) -> E k+1 (A) 
nous avons une equivalence d'homotopie entre les deux suites : 



\Z k (A) «- Z k (A) x (Ax dD 1 ) -> E k (A) x (A x dD 1 ) 



et 



\Z k {B) «- Z k (B) x (B x dD 1 ) -> E k (B) x (B x dD 1 ). 

De l'hypothese P2 et du corollaire 14 .7\ on deduit une equivalence d'homotopie entre 
Z k+1 (A) et Z k+1 (B) telle que le carre suivant commute a homotopie pres : 

Z k+1 (A) E k+1 (A) 



Z k+1 (B) ^E k+1 (B) 
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II nous reste done a verifier que l'espace Z h+1 (A) satisfait les proprietes PI et P3 de 
l'hypothese de recurrence. 

Par hypothese de recurrence, E$(A) est la colimite homotopique de 

¥ k {A) <- F fc (A) x dD k - 2 -> Z k {A) 
done, d'apres EHl E$ x (A x 3D 1 ) est la colimite homotopique de 

¥ k {A) x (Ax 3D 1 ) «- F fc (A) x aD fe ~ 2 x (A x -> Z k (A) x (Ax dD 1 ). 
Dans le diagramme suivant, le carre de gauche est done cocartesien 

¥ k (A) x dD k - 2 x (Ax dD 1 ) »- Z k (A) x (Ax dD 1 ) *~ \Z k (A) 

y 

¥ k (A) x (Ax 3D 1 ) E k (A) x (A x 3D 1 ) Z k+1 (A) 

Le carre de droite etant aussi cocartesien (par definition de Z k+1 (A)), le diagramme 
total est cocartesien. 

Notons g la composee ¥ k (A) x dD k ~ 2 — > Z k (A) — > ¥ k (A x J) et utilisons la pour 
definir l'application 

F fc+1 (A) x dD k - 2 x [-k, k] -> F fc+1 (A x J) 

(oi,...,a fc+ i, i z,t) ' * (5(oi,...,a fcj 2r),(a fc+ i,*)) 

Remarquons que cette derniere est bien definie car on a suppose que la composee 

¥ k (A) x 8D k - 2 -> Z fc (A) -> F fe (A x J) -> A xfc 

est egale a ¥ k (A) x dD k ~ 2 — > Ffc(A) A xfc . La propriety universelle d'un carre 
cartesien nous donne une fleche hachuree dans le diagramme, commutatif a homotopie 
pres, ci-dessous : 

F fe+1 (A) x dD k - 2 x [-k,k] 

( 

¥ k (A)xdD k ~ 2 fZ^A) ^¥ k+ i(A x J) 

Z k (A) ^¥ k (A x J) 

Ceci montre que le carre superieur gauche du diagramme suivant, note (S), commute a 
homotopie pres. 

\Z k (A)^ F fe (A) x dD k - 2 x (Ax dD 1 ) ^¥ k (A) x (Ax 3D 1 ) 

¥ k+1 (A) x 8D k ~ 2 x [-k,k]* ¥ k+1 (A) x 8D k ' 2 x dD 1 ^¥ k+1 (A) x 3D 1 

¥ k+1 (A) x 0D k - 2 * ¥ k+1 (A) x dD k ~ 2 ^¥ k+1 (A) 
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Les autres applications du diagramme (H) soit ont deja ete rencontrees auparavant, 
soit sont des projections sur certains facteurs d'un produit cartesien soit encore sont des 
inclusions naturelles. II est facile de verifier que le diagramme (S) commute a homotopie 
pres. Remarquons alors que : 

• La colimite homotopique de la premiere ligne est Z k+l (A). 

• La colimite homotopique de la deuxieme ligne est ¥ k+ i(A) x dD k ~ x . 

• La colimite homotopique de la troisieme ligne est ¥ k+1 (A). 

• La colimite homotopique de la premiere colonne est trivialement ^Z k (A). 

• La colimite homotopique de la deuxieme colonne est [Fj^A) x dD k ~ 2 pour 
l'application g : ¥ k (A) x dD h ~ 2 — > ¥ k {A x J). (appliquer IA 41 de maniere similaire 
a la demonstration de !5.2|) . 

• La colimite homotopique de la troisieme colonne est f¥ k (A) pour l'application 
¥ k (A) -> E k (A) — > ¥ k (A x J), (appliquer [Ql de maniere similaire a la 
demonstration de I5.2D . 

La colimite homotopique de notre diagramme est done la meme que celle de 

fZHA~) <- \'¥ k {A) x dD k - 2 -+ pF^4) 

qui, d'apres le lemme du cube [TH Ej, est egale a ^E k (A) = E k+1 (A). Cette colimite 
homotopique coincide aussi avec celle de 

W k+1 (A) <- ¥ k+1 (A) x dD k - 1 - Z k+ \A) 

ce qui etablit PI. Notons, par ailleurs, que la composee 

¥ k+1 {A) x 8D k - 1 -> Z k+1 (A) -> ¥ k+1 (A xj)^ A xk+1 

est bien egale a 

¥ k+1 (A) x dD k - 1 -> F fc+1 (A) A xfc+1 . 

(II suffit de voir que la j-ieme particule conserve sa composante en A par n'importe 
quelle application du diagramme (H)). Ceci conclut notre recurrence. 

D'apres PI, la cofibre de Z k+l {A) — > £ , 2 +1 (^4) a le type d'homotopie de la cofibre 
de Fjfc + i(A) x (9D fe_1 — > F fe+ i(v4) done de S fc_1 ¥ k+1 (A) + . L'invariance homotopique de 
cette suspension decoule de la propriete P2 de l'hypothese de recurrence, a savoir la 
commutativite a homotopie pres de : 

Z k+1 {A) ^E k+ \A) 

h.e h.e 

Z k+1 (B) ^E k+1 {B) 

□ 



Limites Homotopiques 



27 



A Limites Homotopiques 

Nous regroupons dans cette section quelques proprietes qui nous ont ete utiles tout au 
long de ce travail. Rappelons tout d'abord les definitions de produit fibre homotopique 
et de somme amalgamee homotopique. Si H est une homotopie entre deux applications 
/ et g, nous ecrivons H : f ~ g. 

Supposons donne un diagramme commutatif a homotopie pres 




avec H : gf\ ~ fg\. Un tel diagramme est un produit fibre homotopique si pour tout 
espace D et tout couple d'applications (f 2 : D — > C, g 2 : D — > A) faisant commuter a 
homotopie pres le carre exterieur du diagramme suivant : 




avec G : 5/2 ~ fd2, alors on a les proprietes suivantes : 

• II existe une application w : D — > P qui fait commuter la totalite du diagramme 
precedent a homotopie pres ; c'est-a-dire que Ton a des homotopies K : f'2 ~ fiw 
et L : giw ~ gi telles que goK + How + foL^G. 

• L'application w est unique a homotopie pres ; c'est-a-dire que si on se donne une 
autre application w' : D — > P avec des homotopies K' : f 2 ~ fiw' et L' : ^w' ~ ^2 
telles que goK' + How' + foL'~G, alors il existe une homotopie M : w ~ w' 
telle que K + fx o M ~ AT' et ^ o M + V ~ L. 

On dira aussi que le carre P — A — B — C est cartesien. 

En dualisant la definition precedente (i.e. en inversant le sens des fleches dans le 
diagramme precedent), on obtient la definition d'une somme amalgamee homotopique. 
Le diagramme sous-jacent est donne par : 
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On dit encore que le carre A — B — C — Z est cocartesien. 

Ces notions se generalisent en limite homotopique et colimite homotopique [3]. Par 

exemple, dans les definitions ci-dessus P est la limite homotopique de A — ► B C et 

Z est la colimite homotopique de A <— B — > C. 

La propriete suivante est classique et nous est souvent utile dans nos demonstrations. 

Proposition A.l (Lemme du prisme, [14], Op) 

Considerons le diagramme suivant : 



Ei >■ E 3 




E' 2 

On suppose que ce diagramme commute a homotopie pres et que E 2 — E 3 — E' 3 — E' 2 
est cartesien. La definition du produit fibre homotopique nous assure l'existence d'une 
application E% — > E 2 qui commute avec le reste du diagramme. 

Alors le carre E\ — E 3 — E' 3 — E[ est cartesien si et seulement si le carre E\ — E 2 — 
E' 2 — E[ est lui aussi cartesien. De plus, si on suppose que E[ — ► E' 2 est une equivalence 
d'homotopie alors il en est de meme pour E\—* E 2 - 

Le theoreme suivant justifie la validite de notre construction. II met en relation 
colimite homotopique d'applications de meme fibre (|A.2jl ou de meme base (|A.4jl . 

Theoreme A. 2 (V. Puppe, [16] ^ 

Soit F un espace fixe et soit Top F la categorie des applications ayant pour fibre 
homotopique F. On considere alors un diagramme dans Top F indexe par une petite 
categorie I, c'est-a-dire que pour tout objet i de I, on a une application Ei — > Bi 
ayant F pour Gbre homotopique et pour tout morphisme de I, on a une famille 
d'applications ctij et a' { j qui rendent le carre suivant commutatif a homotopie pres : 

Ei 



Alors Vapplication induite (hocolimj a it j) — > (hocolimi a[j) est aussi dans Top F . 
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Corollaire A. 3 

Soit F un espace fixe. On considere un diagramme d'espaces topologiques (Bi) ie j indexes 
par une petite categorie I. Alois 

hocolimj^Bi x F) = hocolimi(Bi) x F. 

Proposition A. 4 (|16j) 

Soit B un espace fixe. On considere un diagramme d' applications a^j : E{ — > Ej 
indexees par un petite categorie I. On suppose que pour tout morphisme de I, on 
a le diagramme commutatif suivant : 

Ei ^Ej 




B 



Si Von note a'^ : Fi — >■ Fj les applications induites au niveau des fibres homotopiques 
de Ei — » B et Ej — > B, alors la fibre homotopique de {hocolimj a it j) — > B a le meme 
type d'homotopie que la colimite homotopique des a[y 

La propriete suivante se prete particulierement bien a notre construction par 
recurrence des espaces E\ . Ne l'ayant pas trouvee dans la litterature, nous en detaillons 
la preuve. 

Proposition A. 5 

Considerons le diagramme suivant, commutatif a homotopie pres, dans lequel les 

h.e 

applications designees par ~ sont des equivalences d'homotopie. 




Pour les cubes droit et gauche, on suppose que les faces laterales sont cartesiennes et les 
faces du dessus et du dessous sont cocartesiennes (ce sont des cubes du lemme du cube 
de M. Mather jJ4y). Alors, il existe des equivalences d'homotopie E 2 — > E' 2 et E — » E' 
qui commutent a homotopie pres avec le reste du diagramme. 
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Demonstration. Appliquons le lemme du prisme (jA.ljl en choisissant pour base le 
triangle 

B 2 *B' 3 




B> 2 

qui commute a homotopie pres. Nous obtenons une equivalence d'homotopie E 2 — ► E 2 
qui fait apparaitre E 2 comme le produit fibre homotopique de E 2 — > B' 2 le long de 
B 2 — > B 2 et fait commuter a homotopie pres le carre 

E 2 ^E' 2 

E 3 *K 

En procedant de meme a partir du triangle 

B 2 ^B[ 




B> 2 

on obtient un carre commutatif 

E 2 ^E' 2 

Et >E[ 

Remarquons que l'application E 2 — > E 2 est, a homotopie pres, la meme que prece- 
demment car elle est obtenue par produit fibre homotopique de E 2 — > B 2 le long de 
B 2 — > B' 2 . En passant a la colimite, on en deduit l'equivalence d'homotopie E — > E' et 
la commutativite du carre 

E »■ E' 



B *B' 



□ 
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